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Questions a choix multiple

Nota bene : Un point n’est accordé que si, pour chaque question, tous les items sont cor-
rectement cochés. Il n’y aura pas de demi-points ou de points négatifs.

Lesquels des énoncés suivants sont justes ?

Question 1. [1.0] Lesquelles sont des opérations élémentaires sur X, un systéme 3 x 4 ?
O L+ Ls

(0 L3« L3+2L4

0 L; < alspourtouta € R

Solution

X 321 Déf.5

J 331 (L4 n'existe pas)
[0 321 Déf.5

Question 2. [1.07 Soit R" le R-ev habituel.
O A2z € R™ pour tout A € R et tout z € R®
0 A2? € R" pour tout A € R et tout z € R
0 O0+x =2+ 0pourtoutxr € R"”

Solution

X 359 Déf.4

[0 357 Déf.3, 359 Déf.4
X 358 Prop.1

Question 3. [1.07 Soit (£, +, ) un K-ev.

00 +:ExFEF—K

0 - :KxFE—FE

[0 0g est absorbant pour la loi de composition interne.

Solution

0 397 Déf.15
X 397 Déf.15
X 398 Thm.7



Question 4. 1.0] Soit A = (a;;);; € M,(C) quelconque.
O tr: M,(C) - M,(C)
] tl"(A) = ZZj:l ;5

O tr(A?)=>"_ d?

ij=1 %ij

Solution

O 463 Déf.16
0 463 Déf.16
0 463 Prop.14

Question 5. [1.00 Soient £ un K-ev, I un ensemble, F une famille de vecteurs de F
indexée par I et G une sous-famille de F.

0 F:I—->F

[0 I estdénombrable.

O G:J— EpourunJCItelque G(j) = F(j) pourtoutj e J

Solution

X 574 Déf.1
O 574 Ex.1,2.
X 575 Déf.2

Question 6. [1.0] Soit £ un C-ev de dimension finie.
O E admet une famille génératrice finie.

0 E admet une famille libre.

[0 FE admet une famille libre et génératrice.

Solution

X 626 Déf.1
X 628 Thm.1
X 628 Thm.1

Question 7. 1.0 Soit £ un C-ev de dimension finie et f € L(E).

O f(Au) = Af(u) pourtout A\ € Rettoutu € E

[0 Si f est bijectif, f~! satisfait f~'(u + v) = f~'(u) + f~!(v) pour tous u,v € E.
0 Si f estinjectif, alors f est surjectif.

Solution

X 694 Déf.1

X 697 Prop.-Déf.1
X 739 Cor.7



Question 8. [1.00 Soient F un C-ev de dimension finie, 5 une base de F et f,g € L(FE).
O Matg(f og) = Matg(f) + Matg(g)

O Lapplication £(E) > h — Matg(h) € Maime)(C) est un isomorphisme d’algébres.
O Si Matg(f) et Matg(g) commutent, alors f et g commutent.

Solution

0 767 Prop.10
X 767 Thm.1
X 767 Cor.2

Question 9. (1.0 Soient A = (

o O =
o NN O
w o O

) et P € M3(R) la transvection P = T; 5(1).

O (AP)p =1
|:| (PA)LQ —
O (PAP);2=3

Solution

X 822 Déf.2
X 822 Déf.2
X 822 Déf.2

Question 10. (1.0 Soient £ un C-ev de dimension n, B une base de E et f € A,(E).
O Il existe A € C tel que f = Adetp.

O f(B) = det(f)

O detB(B) 7é 0

Solution

X 888 Thm.7

[0 892 Thm.-Déf.1

X 889 Thm.8, 887 Prop.7

Questions ouvertes

Nota bene : Les réponses a toutes les questions sont a justifier. Le bareme n’est donné
qu’a titre indicatif.

Question 11. 135 Soit A € M,,(R) tel que A—1 soit nilpotent (un tel A est dit "unipotent”).
Montrer que A est inversible et calculer son inverse.

Indication : Utiliser la formule du binbme de Newton et y séparer I'identité 1.

Solution

Comme A—1 est nilpotent, il existe p € Ntel que (A—1)? = 0. Afin de calculer la puissance de
A — 1, nous utilisons l'indication, c.-a-d., la formule du binbme de Newton (cf. 446 Prop.10).
Cette formule est applicable car A(—1) = —A = (—1)A, c.-a-d., A et —1 commutent. Nous



obtenons alors

(A—1)p = :O (i) Ab(—1)pF = (—1)P (g) A +,§: (i) Ab(—

s (D)

Comme (A —1)? =0, il enrésulte que 1 = (1) AY Y| (F)A*(—1)»"*. En posant

I A

k=1

nous obtenons AB = 1. Comme [A, B] = 0, nous avons également BA = 1 (cf. 442 Déf.10;
ou nous utilisons 770 Thm.3) d'ot A~! = B. O

Question 12. [4.0; Soient £ = R le R-ev habituel de toutes les fonctions de R dans R et

P:={fe€FE|f(—x)= f(x) pour tout z € R},
I.={f€eFE|f(—x)=—f(x) pour tout x € R}.

Montrerque £ = P & I.

Indication : Comment une fonction f € E quelconque s’écrit-elle a I'aide de sa partie paire (c.-a-d., (f(z) +
f(=x))/2 pour tout = € R) et sa partie impaire ?

Solution (Cf. 605 Ex.32)

Nous devons commencer par montrer que P et I sont des sev de E. Pour ce faire (cf. 588
Ex.17,3.), soient d’abord f,g € P et A € R. Alors, nous avons, pour tout = € R,

(f +9)(=2) = f(=2) + g(=z) = f(z) + g(x) = (f + 9)(2),
AN)(=z) = Af(=x) = Af(x) = (Af)(2).

Comme, en plus, 0 € P (0g(z) = 0 pour tout z € R), [586 Prop.3] fournit que P est un sev
de E. De maniére analogue, pour tous f,g € I ettout A € R, nous avons, pour tout = € R,

(f +9)(=2) = f(=2) + g(=2) = (= f(2)) + (—9(2)) = =(f(2) + g(2)) = =((f + 9)(x))
= (=(f +9)(x),
AN (=2) = Af(=2) = A= f(z)) = =(Af(2)) = =((Af)(2)) = (=(Af)(2),

et comme 0z € I, I est également un sev de E.
Ensuite, en utilisant l'indication, nous écrivons, pour tout f € F et tout z € R,

f(@) + f(=2) | ) = f(-2)
2 * 2 ’

(. 7 (& 7
~~ N~

S el

fx) =

c.-a-d., nous obtenons £ = P + I. Afin de montrer que E = P & I, il suffit de montrer que
PnN1I={0g} grace a[604 Prop.9; TD 13a)]. Soit donc f € P n I. Alors, nous avons, d’une
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part, f(—x) = f(z) pour tout z € R et, d’autre part, f(—z) = —f(z) pour tout = € R. Il en
resulte que f(z) = —f(z) pour tout z € R, c.-a-d., f(xz) = 0 pour tout x € R et donc f = 0.

O

Question 13. [25] Soient E et F des K-ev et soit f € L(FE, F) bijectif. Montrer que la
fonction réciproque f~! de f satisfait

fteL(FE).

Solution (Cf. 697 Prop.-Déf. 1)

Comme, par hypothese, f € L(E, F) est bijectif, f posséde une réciproque g := f~' : F — F
(cf. le cours d’analyse). Nous devons alors montrer que g est linéaire. Comme u = f(g(u)) =
g(f(u)) pour tout u € F et comme f € L(E, F'), nous avons, pour tout u,v € F,

glu+v) =g(f(g(w) + f(9(v))) = 9(f(g9(u) + g(v))) = g(u) + g(v),
et, de maniére analogue, pour tout A € K et tout u € F,
g(M) = g(Af(g(w))) = g(f(Ag(u))) = Ag(u).
Alors, [695 Prop.1] nous fournit que g € L(F, E). O



